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A.FAVINI 


Equazioni differenziali astratte degeneri e 
singolari 
Vorrei esporre alcuni risultati che ho ottenuto relativamente 


ad alcuni tipi di equazioni astratte di tipo singolare o degenere 


facendo uso delle tecniche di Da Prato e Grisvard. 


Siano X, Y due spazi di Banch complessi e siano Bi Ag” A, ope 
ratori lineari chiusi, i cui domini vengono denotati con D(B), 
D(Ag) (DA), rispettivamente. 

B opera da X in sé mentre Ao’ A, vanno che Y in X. 
Considero l'equazione 
+ = 1 
BAu AU = h (1) 
dove hé X e la incognita ue D(P,B) =D (Ag ) ND(BA, E 
Posto P(\) = MA, +A assumerò che D(A Deva, ) e che A_ ha 


0” 0 
inverso limitato. na assicura la RRROTA Di P(A) in un 


interno di 0. 


Si assume anche che D (Ag) è denso in Y, 


ASSUNZIONI 


I Lo spettro di B è contenuto in S 218 = fa: larg z|< 
<B; llz]a a} 8<T e ado. 
Lo spettro di P(1) = fa:20) non ha inverso € L(x,Y)} giace 
all'esterno del settore 


SI ={ z:Jarg z]<6, |z|> 0 ;} 


Si pone) = d S a 
pP E ; 


LI 


EEE 


IV 


1 = 


; = 1 
Per ogni À € S_,0' || (B-A) 


, n =1 h 
P 
er ogni Xé Sg, [iP() Il Lx, v)Î G1#[A]1, 


-1 m 
la PA) Il sig 4131", 


dove h, m soho interi, h >-1, m>0. 


Per ogni À in un intorno di T eFisulta 
a, 


ITI=2 


-1 «a ui 
ent Bra PA 1 «ll 5838 c(1+]11)" Iixli xo 


E 


dove Xx Di: k è un intero > o e a€R. 


Per ogni ) in un intorno di bo grisulta 
'’ 


1 È 
< ci+]1 È, 


="; 
1-1) || Lup(85) * 


[Bra 0) 
dove k è un intero > 0 e B € R. 


Non si assume che B commuti con Ao' A: 


Vale il seguente risultato di unicità, che estende una affer= 


mazione di P.Grisvard concernente il problema regolare, con AI. 


Teorema 1: Valgano I-II-IV e la seconda di III. Se la k di IV sod= 


disfa k > max {m,0} e la costante C della stessa IV è suffi= 


cientemente piccola, allora (1) ha al massimo una soluzione. 


Il seguente esempio chiarisce la necessità della ipotesi IV. 


Esempio :1: Si consideri 


a : 
ar ltr) (t)= -tx(t)+y(t)+f(t), 
y(t) = - x(t)+g(t), 
YO) 0 


E' banale vedere che il problema ha soluzione 


te(0,T) 


se £f(t)=tg(t) e 


TII=S. 


allora x(t)=g(t)-y'(t), con y(0)=0. Per esempio, 


x(t)=g(t), y(t)=0 oppure x(t)=g(t)-1, y(t)= t. 
LI 1-At 


Si ha: data) [ | e così h =m = 1. D'altra parte 


è 


=N È 


=2Xt 
IEZZO Vee Ve = ] [ I ma chiaramente non si può trovare k 
0 =) 


>1 che soddisfa IV. 


La dimostrazione del Teorema 1 parte dalla considerazione dello 


integrale 


1 1 


Y (201) | ph (B-X)"  P(X)U' ai 


a,9 


sonaglio? 


Se u soddisfa (1) con h # 0, allora Ag3= w soddisfa Al 0 


D'ora in poi denotiamo E I con. Ti. 
Si vede allora che 0 = "pu O 


dove W è connesso alla ipotesi IV, nel senso che questo consen= 
; a] x k 
te di dedurre la limitatezza di W da X a D(B ). 
Essendo B un isomorfismo tra questi spazi, il risultato se= 


que. 
Riguardo il problema dell'esistenza, si ha 


Teorema 2: Se valgono I.II.III e V, la k di V soddisfa k>max {h,m,8} 


e C è sufficientemente piccola, allora (1) ha almeno una sblu= 


zione, data da 


cani)! f veto” eu d&g (2) 


Pa 


dove f è un elemento conveniente di D(B°),per ogni hep (BÈ). 
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Un semplice esempio: 


a 
at (*ttv) (E) =x(t)+£(t), O<t<T, 


0 =-x(t)-ty(t)+tg(t), 


x(t)+ty(t) 0- 
t 0 


Si ha h=m=1. Inoltre, poiché 
1 1 -\ 
ALIAA,.+A_) -[ J 
0 100. 0 A 
si ha 8=-1,k=2. Di qui, esistenza ed unicità. Risulta 
x(t)= g(t)-t(g/(t)-f(t)), y(t)= g (t)-f(t), g(0) = 0. 


I risultati forniscono quindi una estensione di DUBINSKII. 
Per quanto concerne (1) negli spazi d'interpolazione, ricordo 


che se B è un operatore positivo in un Banach X e k è un intero non 


negativo, <0< 1, allora 


k 
k+1 


Siino 18841) 1 Bali * <00 Ì 


k+1) a , ) 
(, DEB Magi daex: | deb RI 


dad k+1 

e quindi (X,D(B° )) g4g coincide con l'insieme degli ac D(B*) per 
sn P 

ui “a (A, D(B)), e DSG 


Li 


11 risultato seguente estende allora quello di Da Prato e 


Grisvard a questa situazione. 


Teorema 3: Se valgono I.II.III.V(con k=0), p>1 e risulta 


-1 -1 
er a] 8» xIl ae iv 
TP 
IV 
<c(1+]2])' Ix]l » 0<A<T, 


X 
{ DB) cp 
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con k > max {l.m-1, R,Y} e C abbastanza piccolo, allora (1) ha alme 


no una soluzione. 


Osserviamo esplicitamente che II.III.V.VI sono condizioni suffi 
cienti a dare senso ad integrali come (2). 
A volte può essere più opportuno studiare direttamente lo stes 


so integrale su Ta 


TÀ 


Esempio. Siano Ap (0), A,(t), tel[0,T], operatori lineari chiusi dal 


Banach F in uno spazio di Banach E e sia fel (0,T;E), p>1. 


Si dice che u è una soluzione stretta di 


+ A, (t)u(t)+A (t)u(t) = Et), 0st<t, 


dt (3) 


lim A, (t)ult) = 0, 
t: 10 


P 
se ueL (0,7;F), SA, (.}u(.) Luni e vale di: 


Sla <A), Ostst, dl generatore infinitesimale di un semigruppo 


analitico di operatori lineari nel Banack E, per cui esiste 


(A(t)+2) 1 per ogni À, Re As0 e paci : 


IMC CTENSAGRA RS: ’ 


Re \>0. Di qui, esistono M>0, GG (1/2,t) tali che 


cacer+y ij T- M(1+|2]) 7, Xe S 


L (E) (5 


Per semplicità assumiamo che D(A(t))=D è indipendente da 
te[0,T ]. Assumiamo poi che per ogni u«D, A(t)u è fortemente dif= 
ferenziabile con continuità su [O,T ] (vedi per es., il libro di 


TANABE). Segue che 


saturi ten at) ai e aa cr +07] sect+ ap! 


' =1 

d A (& E $ n 
essendo I (t)A(t) | Le) S COSÌ 
Definiamo Ao’ A, ponendo 


(Ag®) (l)=Alt)u(t), ueLt(0,T;D) ; 
(au) (t)=tu(t), wet (0,T;E). 


Risulta: |l atta (t)) 


e così 


E 
IS { e 9) nta) 1 (052 | < 
0 


To 


|alt 


l < cqmt+lale; 7, ae S,, 
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8 


È, 


pes 
e) (8-5) , Cc ‘ 
$ { { Imi Neto as lasle è Mei] as. 
0 0 
Tg 


Ma allora, applicando la disuguaglianza di Hardy abbiamo 


T t 
p -p i . p 
s£ll rome J t [ J ]£ il as ] sb è 


T 
<e'| fje | Paer=c'| e 
0 


dove Sf = 201)! { RI. VET VOR usa 
r 
0 


Occorre ora stimare 


-1 -1 -1 
{ x TB; AgMAXtAg) | (BM) £4 


ip A 
ST 0 E) 


Fg 
R_E fra aa) 8-1 far. 
a MATA, 
Tg 
Poiché 
ance) tate) 417" sa ata ce) 47 = 


-1 =1 
= -(At Alt) +1) ra 


Toga are e 


Il 


ITI=Z. 


- Att) cxtsa (e)) ©! citta ce) '4a'a ce) Guess te)! (Xt+A (t)-A(t) eg 


. A' (+) Act) T ace) (atsace)) 1 = 


=d 1 


a' (ela(t) act) (tsace) 7. 


ni A(t) (Xt+a(t) la (t) ate Alt) (At+A(t)) 1, 


- alti dita mara” 4 3 


risulta 


Meno fre: aj Gaza 1 era P 


1°) 

1 < 
L (0; PsB) “ 
E 


i ; 
sc fi { li TAL fat aan atte et) + 
To 0 
+ 1417 [lar cova Jaco) atta ce) | ec) + 
+ 1al face) otra ce») 71) Ila cera ce) 1] ia ev ol 
as]ar|}P at 


Il secondo e terzo addendo non danno problemi. Quanto al primo, 


T le î 
DE I f Je #75] Îaco) atta ce) I Latta ten e 011 aslar]] at < 
0 r 
0 


T t 

\(t-s) 

* € SE Il de eta as lax|1P at < 
o 5 ò lalt 


T È 
1 p I P 
& ® J Peg i Slc] ast dts C' [el L°(0,T;:E) ” 


Per applicare il Teorema 3 occorre però una stima negli spazi 


d ‘interpolazione. Ma 


II=8. 


BIBI) -n' £ = 


= [B; [B; x 200711 eni ataa1 -r Be, 


se f appartiene a D(B). 


-1 = = 
L'integrale { DI [BrAgP (N) LU (B-)) È Bfd\) è ben definito in 


Ta 
1 (0,T;E) in virtù di quanto visto prima. Dobbiamo aggiungere una ipo 
tesi di regolarità in più su A(t) per stimare 


-1 la 21,7 
. [Bi[ BrAgP (N) Li =ppe (AtA(t) +1) 


Se A(t)x è differenziabile due volte con continuità e 


Ias ce)a(t) 1] < cost., risulta 


2 _- 
I Alt) (At+A(t)) 1 “(1 ] 4{2] +3], ‘deve 


dt 
- - - 1,71 
[1:} =- A Ca (AtA(t) tes) Li (tAl(t) 'otalt) URI 
ia -1 SOR 
[2] =- X (AMtA(t) 11) ez (tACO) ) QRACO (#1) 
- ai - 21,71 
fa cate) an cat) E ata +17]. 


tc) {E nato 410" È asa cen” A 


4a aa cene ea a cat. 


ate Gate) = La 1a SI 


- = =" -1 -1 
[FS ]ou= Ata) ti) fa) tA(t) A'(t)A(t) } 


& E Di E Mu 
(AtA(t) 1,9) i taA(t) Ii'(t)alt) Tae) Mt4a(t)) = 
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norma piccola (previo eventualmente un opportuno cambiamento del= 


la variabile u). Si può così applicare il Teorema 3. 


2 m(t,x)u(t,x) =-A(t,x,D)u(t,x)+f(t,x) ,0<t<T, xEQ 


lim m(t,x)u(t,x)=0, 
E. 0 
ra 2 è unaperto limitato di RL sufficientemente regolare, 
m(t,x)>0 è una funzione di classe cl su LO,® | & Q , tale che 
m(t,x)>Osu[0,T]x 9. 
Assumiamo che la degenerazione sia nella sola x, nel senso che 
risulti Cja(x)<m(t,x)<C3a(x),t [0,T ],xeQ eli m(t,x)<Cm(t,x). 


A(t,x,D) viene considerata come un operatore invertibile Ap (È) da 


n 9%) ES 


Posto Am(t,x) v(t,x)+A(t,x)v(t,x)= G(E,X), 


assumiamo, per semplicità, (vedi, per es., Sobolevskii, per una 


trattazione più generale), che 


2 
Re JJ A(t,x,D)v(t,x)v(t,x)dxdt > 
0 


2 2 
© IMI 20,0) CUI L2(0,T:L° (M))' 


in modo che si possa dedurre 


IL 
2 A 
Re) J fac |v(t,x)| Axdt+]v]|,2 (0,7:H" (0) Nbici 1 /PS (0,T,12 (9) yÈ 


T 
< Re I { f(t,x)v(t,x)axdt. 
oa 


Le B(x)>0 su 2, è misurabile, denotiamo con AR l'insieme di 


tutte le u misurabili da 9a &É tali che 
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f 800) | u(x) | 7ax < , 
Q 


Deduciamo allora facilmente che per Re)>0 


(ReX+a_) |[|v/l 3 “Ta 3 € EI 22 È 
6 L2(0,T;L Va) N {| L lit 


Analogamente, 


[mà | lv] 2 9 SC £| 2 Zi 
Î DA (0,T;L2 ,.) IlîII 12 (0,0:1 nada: 


è 2 2 2 
Poniamo L (0,T;12 ,;)= VW, L°(0,9:L",,gg)= V. B= 
2 2 NOE 
= L (0,T;L (92)). Allora V'GHGV densamente. 
A 2 2 2m 
Assumiamo così D(A.)= L (0,T;D) dove D= fuen (2) N 


m 


0 


ALn), Ag(t) uti, gVtelo,m]} (si noti che Ag (tu = 


-1 2 2 ” 
= Ag (VA (0) Ag (Mu). D(A,)= T (0,R:Ia gg Segue che A, risul= 
ta un isomorfismo da V su V'. 


In base a risultati ben noti in n° ed alle immersioni che ab 
biamo ricordato, si ha 
cdi, 2A i ji à 
loan fjo < coat liell _, 
A DRD; v 
V 
e quindi 


fap el yes cllellye 


-1 A 
Si tratta ora di stimare la norma di [ BrAgP (N) ] nello spazio 


V'. A tal fine, si osservi che 


9 st fi pi = “ 
3 AzfE) OA, (E) FAg (En Ta ATC) {A MAO 3.00 (£)+1) 


= - acatet)+t1) la 


a, (€) apt arno! + 


- - - -1 
+ A(AT(t)+1) EWOLMO, la!) Ag (È) 'ar(t)+1) siae 


Il 
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Risulta a' (EVA, (E) ATE) +1) "2A, (6) GA, Ce) Ha (80) 


e così la [1] si maggiora in norma con una costante. 


D'altra parte se 


la! 


tina a d'sast., 


essendo 


LA 


[2] =Aj cera (e) arte arte)", cratere) +7! 


si deduce che anche la norma di [2 ] si maggiora con una costante. 
Così 
IlrB;a 2) 1) e-1) 71] < c(1#]1) 7. 
LA 0 Vv! Vv! x 


Per applicare il Teorema 3 occorre una stima della norma di 
-1 =1 
[BrAgP (2) ](B-A) negli spazi d'interpolazione. 
Una ipotesi atta allo scopo (per poter valutare, cioè, la nor= 


PINO -1 9 = 2 ESTA 
ma di ne CAT (1) +1) ag (AT (5) +1) in L uva) è di assumere una EG 


golarità superiore ai coefficienti in modo da poter stimare 
95 -1 
ae? (AT (t) +1) i come nell'esempio precedente 


Le cose sono chiaramente molto semplificate se A(t,x,D) è in= 


dipendente da t. 


Torniamo ora alle considerazioni generali, osservato che il 
caso forse più interessante è quello di m=0. 

E' allora possibile approcciare la risolubilità di (1) in un 
senso più debole per mezzo della teoria degli operatori potenzia= 
li astratti (YOSIDA). 

Ricordo che un operatore T, densamente definito in un Banach 
V si dice un operatore potenziale astratto se T ha inverso (in ge= 


Mer: dl 2A 5 
nerale, non limitato) densamente definito e -T genera un semigrup 


LEI=t2. 


po limitato. 

Supposto che r+1) 7! < C'per Re A>0, posto R=TOT+1)',r, 
soddisfa chiaramente l'equazione risolvente e {a Rjl< CE. Ciò implit 
ca che R è il risolvente d'un operatore S tale che 4s)! dex, 

Inoltre, x =R(T) ® N(T). Se R(T) = Xx, allora N(T)= {0} e 


= 


Ai ca ; ì 
così -S=-T è il generatore infinitesimale di un semigruppo olo= 


morfa in X. Se R(T) # X, allora si è provata che la restrizione 7, 


di T a R(T) è un operatore potenziale astratto in R(T), valendo 


R{T) = R(T,). 
i 1 


Si noti che quel che ci interessa è T = A Po 

Una condizione sufficiente ad assicurare che T sia un opera= 
tore potenziale astratto analitico in X è allora che N(A,) D (Ag) = 
= {0} e na TI £ C, Re »> 0. 

Se si lascia .cadere l'assunzione N(A,) A D(Ag)= {0} (che,d'al= 
tra parte, non è troppo restrittiva per le applicazioni concrete), 
si dovrà considerare il problema in R(T). 


Se poniamo in (1) AgUEV: la (1) diventa 
BTv+v= h 


Essendo X= R(T) © N(T),denotando con P, la proiezione su 


N(T), risulta 
BT, (1-P)v + Pv+(1-P) v = Ph + (1-P) h. 


| assumendo che. la restrizione di B a R(T) soddisfi 


av x ll < cc+hp7 Jixli 


R(T) R(T) 
(1) equivale a 
Pv = Ph 
Lin (1-P)v+ (1-P)v=(1-P)h in R(T) 
e quindi 
Bwtr, lu =(1-P)h DPI (4) 
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Si tratta quindi di risolvere (4). A questo fine, richiamo dI 


seguente risultato di Da Prato-Grisvard (th. 6.3 di ZZA DIS 


Teorema 4: Sia A, =1, Ao” li, X=Y. Supponiamo che siamo soddisfat= 


te I.II.III (con h=-1 e quindi m=0) e V.con k=0, 8<0. se 


Dg e Dj sono densi in X allora 3 w30 tale che A+B è chiudi 


= yi 
bile ed esiste l'inverso limitato (/+B-)) per ogni \>w. 


=1 ; : 1 
Se da è un operatore potenziale astratto in X, risulta 


Metto =lror+nf) «ca! 


bra ai o Le = 


-1..,-1 
MB; (1 #1) 1(8-1) o A 


= Ira 0A HA 1) =) ff < c|xj87! 


Ciò implica, in forza del teorema 4 , che ha una unica solu 


zione forte l'equazione 


(+! +\) w=f 


per = ) sufficientemente grande, cioè esiste un WEX e w 


ED(TT Ù tali che w_*w in X, BW, e DI Wo X A = (B+T vo, mr 


in X. Ciò significa che esiste set, tale che A, si win X, (B+)) 


RS + Ro Sn ge: F, 


Nelle rei la convergenza A Sp ci dice che s 


1 


converge in un opportuno spazio legato alla degenerazione di Aj: 
ad una s che possiamo definire soluzione forte del problema. Su 


questa falsariga si tratta anche il caso in cui R(T)# x. 


Esempio 7: Sia Alt), O<t<T, una famiglia di operatori lineari chiu 


si nel Banach E soddisfacente le ipotesi dell' esempio 2. Se 


do è un reale positivo, consideriamo l'operatore A, (t) defi 


nito da 


A, (t)ul(t) = t'ou(t), uZL” (0,T;E) 
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e gli operatori A_,A (AgU) (t)= A(t)u(t),u L'(0,T;D), 


(Oa 
(Au) (t)= A, (E)ul(t), u LP (0,T;E) n 


Si ha facilmente 


} =1 
ia, ata) Ig, Redz0 
3 211; -1 
e così ||(1T+1) Il < Cost, ReA>0, TAR; > 
Se EC) (0,T;E), anche et o è cla supporto compatto e que 
sti implica R(T) = L'(0,T;E) = X 


= = 
Ne segue che T = t don (t) è l'opposto del generatore infini= 


tesimale di un semigruppo olomorfo. 
Si applica quindi quanto sopra ricordato. Previo un cambiamen 
to opportuno della variabile indipendente, esiste una unica solu= 
zione forte di (4). Esiste cioè WEL (0,T;E) ed esiste wn ER(T) = 
dj da ha LP (0,T;E). 


R(t“a(t)) tale che w — w in LP (0,T:E), (B+TO 
D n° 


Si noti, ‘infatti, 


9 co do =1_ 3 do "il do -1 = 
DE E Mt FA) = 3È ton(ti (AE CA) #1) 
SO COTTA. A 1 (480 sal 159 %0 mil 
ni , ar ct oA(t) +1) =DE 2A) +1) lat ECCA(E) D; 


ALS “tg = » à sd 
cresca ce) +1) 7T= aetoa (e) 141) Ta 10 tace) toa ce) 41), - 


1 


_ neon ce) 4 eta ce) at cate)! e toa ce) 7417 


Il secondo addendo si tratta facilmente e si ottiene una mag= 


-1 
giorazione in norma del tipo CT 


Per quanto riguarda il primo addendo, osservo che 


- - - - -1 
(net a lt) IT 1 aetoalt) Tam toa (te) legga 


-1,- - - - -2 
mile 1 {Son ce) 1.1) '_eSo2(t) 1,43) } 


e quindi si ottiene una maggiorazione in norma del tipo c(|]ajt) 
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Si può allora utilizzare il Teorema di Hardy per stimare la 
norma di 
=1 I -1 
{ [B5 (1741) 0] (8-1) fan 


È 
a,08 


in L(0,T;E). 
Pertanto, esiste welP(0,T;E) ed esiste YU, DIAL) tale che 


AjQu  * w in LP(0,T;E) e 


a o ; p 
— Ou + Di if SE), 
dt È U, AU, eta in IL (0,L5E) 


D 
Interperetiamo la convergenza A, unt tn Ie (O0,T;E)c 


Di 


p 
fkesou (t) - w(t) | db —* K 
n N+0%0 
E 
Hi 
dice che I eSoP|h- tp BIEL Î dt —> 0 e quindi esiste 


do 
0 È 


21P : ERI ; 
ueL 10 (0,T:E) tale che Un rca u in L00 (O,TrE) e 


* up tAg(t)u —3 f in IP (0,T;E). 

Allo stesso modo si potrebbe riconsiderare in questa ottica 
l'Esempio 3, anche sotto assunzioni più generali m(t,x), permet 
tendo che essa si annulli all'interno di 9 e su insiemi di misu= 
ra non nulla. Naturalmente, otteremo informazioni sullo stato ini 
ziale (t=0) solo per quei punti in cui m(t,x) 70 (si confronti 
la tecnica precedente). 

Ciò permette anche di fare a meno degli spazi con peso. 

La soluzione verrà cercata in spazi di distribuzione, tipo 


n° (O,T;H° do A questo proposito, vedi TREVES. 


